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Komplementaritit und Logik
ITI. Mehrfache Quantelung

Von C. F.v. Weizsicker, E. ScaeiBe und G. StissmMaNN

Aus dem Philosophischen Seminar der Universitit Hamburg
(Z. Naturforschg. 13 a, 705—721 [1958] ; eingegangen am 30. Mai 1958)

Die Quantenfeldtheorie freier Teilchen ergibt sich durch dreimalige Quantelung einer einfachen
Alternative. 1. Mehrfache Quantelung wird als iterierte Anwendung der ,,Quantenlogik“ aufgefafit.
2. a) Der eine gequantelte einfache Alternative kennzeichnende Zweierspinor u 4 definiert einen Null-
Vierer-Vektor k«; dieser wird als Impulsvektor eines masselosen Teilchens gedeutet. b) Der zweite
Quantelungsschritt definiert eine Impulsraumwellenfunktion @ (k#) ; aus k« k,=0 folgt die Wellen-
gieichung k« k, =0 bzw. [J 4 (z,) =0. Die Feldquantelung erscheint nun als dritter Quantelungs-
schritt. 3. Faft man k« als Impuls- und Spinvektor eines masselosen Fermions auf, so folgt fiir dieses
die zweikomponentige Wevische Wellengleichung k, 0t @=0. 4. Erweiterung der Quantelungsvor-
schrift durch Charakterisierung jeder Aussage erster Stufe durch zwei komplexe Zahlen (Verdoppe-
lung des Zustandsraumes) fiihrt zu einer der neuen Heisexserc—PauLischen Gleichung formal nahe
verwandten Gleichung sowie zur kriftefreien Dirac-Gleichung mit endlicher Ruhemasse. 5. Verdoppe-
lung des Zustandsraumes der zweiten Stufe liefert Antimaterie. 6. Kopplung zweier einfacher Alter-
nativen liefert die Maxwerr-Gleichungen. 7. Die (n+-1)-te Quantelungsstufe motiviert die statistische
Deutung der 1p-Funktion der n-ten Stufe. 8. Einordnung der in II betrachteten einfachen Alternativen.
9. a) Frage nach einer konsequenten Quantelungsvorschrift. Quantelung in der zweiten Stufe mit der
V.R. [uquB"] =048 liefert einen kleinsten Impuls und gekriimmten Ortsraum. b) Maogliche Bezie-
hungen zur Theorie der Wechselwirkung.

1. Einleitung 'y als ,,Wahrheitswert® zugeordnet wird. Als ,,Lo-
gik” wurde diese Theorie bezeichnet wegen zweier
Eigenschaften: der Einfilhrung statistischer Wahr-
heitswerte und der Allgemeingiiltigkeit. Die statisti-
sche Deutung werden wir erst in Abschnitt 7 der
vorliegenden Arbeit besprechen. Vorerst versuchen
wir moglichst viel aus der vermuteten Allgemein-

giiltigkeit der Theorie zu folgern.

In zwei vorausgegangenen Arbeiten ! ist eine Deu-
tung der Quantenmechanik vorgetragen worden, die
wir als ,logische Deutung” bezeichnen wollen. In
der ersten dieser Arbeiten wurde (I, 8) behauptet,
aus der logischen Deutung folge eine inhaltliche Er-
klirung des Sinns der ,mehrfachen Quantelung®.
Diese Frage wird in der vorliegenden Arbeit mathe-
matisch im einzelnen untersucht. Es ergeben sich
Formeln, die man physikalisch wohl als eine Deduk-

Wie in II erlautert, ist die Quantentheorie der n-
fachen Alternative insofern allgemeingiiltig, als sie

tion der Quantenfeldtheorie von Teilchen ohne Wech-
selwirkung aus einer sehr kleinen Anzahl abstrakter
Voraussetzungen auffassen darf.

Wir kniipfen an die in (II, 1) gegebene einge-
schrankte Formulierung der logischen Deutung an.
Eine n-fache Alternative sei eine Frage, die genau n
einander ausschlieBende Antworten zuldft, oder sie
sei die Gesamtheit der n Aussagen a5 (k=1,...,n),
die als Antworten moglich sind. Nach der klassischen
Logik konnen dann nur n Fille vorliegen: Genau
eine der Aussagen a; mufl wahr sein. Nach der
Quantentheorie sind alle Falle moglich, die durch
einen Vektor in dem n-dimensionalen komplexen
Vektorraum dargestellt werden konnen, der dadurch
entsteht, daf} jeder Aussage a; eine komplexe Zahl
1 C.F.v. Weizsicker, Naturwiss. 42,521, 545 [1955], weiter-

hin als I zitiert; Z. Naturforschg. 13 a, 245 [1958], weiter-
hin als II zitiert.

keinen Bezug nimmt auf den speziellen physikali-
schen Sinn der Aussagen a;. Da uns kein physika-
lisch beschreibbares Objekt bekannt ist, von dem
wir positiv wiilten, dal} es der Quantentheorie nicht
geniigt, darf man die Arbeitshypothese machen, die
Theorie, von der wir reden, sei so allgemeingiiltig
wie die Physik. Trotzdem wird man mit Grund zo-
gern, deshalb schon die Formulierung zu wagen, sie
sei (hypothetisch) so allgemeingiiltig wie die Logik.
Sie bezieht sich ja nur auf Aussagen, die mogliche
Zustinde beschreiben. Unter einem Zustand verste-
hen wir dabei eine Situation, die nicht durch all-
gemeine Gesetze ein fiir allemal festgelegt ist, son-
dern die so oder auch anders sein kann und dem-
gemdll mit der Zeit auch gelegentlich zu bestehen
beginnt oder aufhort. Aussagen, die besagen, ein
bestimmter Zustand liege vor, wurden in I als kon-
tingent bezeichnet, nicht-kontingente Aussagen als
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zeitlos. ,Es regnet ist eine kontingente Aussage,
»zweimal zwei gleich vier” eine zeitlose. Alle bewie-
senen Sitze der Mathematik werden als zeitlos ver-
standen, aber auch alle allgemeinen Gesetze der
Physik. Die Logik bezieht sich auch auf die zeitlosen
Aussagen, und es ist schwer zu sehen, was fiir diese
Aussagen ,.komplexe Wahrheitswerte“ bedeuten soll-
ten. Scheinbar besonders schlagend laft sich dieser
Einwand so aussprechen: Schon die Mathematik, mit
deren Hilfe wir die Quantentheorie formulieren, setzt
die klassische Logik voraus. Anders ausgedriickt:
Mogen die Aussagen iiber physikalische Zustinde
einer modifizierten ,Logik“ geniigen, so geniigen
doch die Aussagen, die wir iber diese Aussagen
machen konnen, der klassischen Logik.

Indem wir die Giiltigkeit der klassischen Logik
fir zeitlose Aussagen undiskutiert lassen, miissen
wir jedoch bemerken, dal} bei dieser Unterscheidung
eine Sorte von Aussagen nicht untersucht worden ist.
Es gibt kontingente Aussagen iiber kontingente Aus-
sagen. In I wurden die Aussagen a;, von denen wir
ausgingen, Grundaussagen genannt, die Aussagen
der Form ,a; hat den Wahrheitswert y;“ Meta-
aussagen. ,,Welches @ ist wahr?“ hie} Grundfrage,
»welchen Wert v, hat eine bestimmte Aussage a;“
hie} Metafrage. Nun sind offensichtlich auch die
Metaaussagen kontingent; sie geben ja den quanten-
mechanischen Zustand an. Ist die Grundfrage eine
n-fache Alternative, so ist die Metafrage eine un-
endlichfache Alternative, denn der Zustandsraum
enthalt unendlich viele mogliche Zustande. Es ist of-
fenbar eine sinnvolle Frage, ob auch Metafragen der
Quantenlogik unterliegen. In (I, 8) wurde diese
Frage hypothetisch bejaht. Hier untersuchen wir die
mathematischen Konsequenzen dieser Hypothese.
Die philosophische Frage nach dem Recht, mit dem
wir dabei von ,Logik® reden 2, lassen wir beiseite,
nachdem wir den hier benutzten Sinn dieses Wortes
prézisiert haben.

Wir fihren nun einen abstrakten ,,Jogischen® Sinn
des Wortes ,,Quantelung® ein. In der bisher bespro-
chenen n-fachen Alternative besteht die Quantelung
in der Zuteilung komplexer Wahrheitswerte an die
Grundaussagen. Die Hypothese, da} auch die Meta-
frage der Quantenlogik unterliege, besagt dann, daf}
man auch die Metaaussagen ,,quanteln® diirfe oder
misse. Hierdurch entstehen Metametaaussagen, die
eine dritte Quantelung erfordern. In der vorliegen-

2 Philosophisch wire wahrscheinlich die Bezeichnung ,,Onto-
logie* treffender.
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den Arbeit beschranken wir uns auf drei Quante-
lungsschritte. Wir erreichen damit gerade die iibliche
wechselwirkungsfreie Quantenfeldtheorie. Die ma-
thematischen Schwierigkeiten haben uns zunichst
davon abgeschreckt zu fragen, was eine vierte Stufe
bedeuten konnte.

Eine Hauptschwierigkeit ist, daf} die richtige ma-
thematische Prozedur der Quantelung nicht a priori
bekannt ist. Wir werden im Lauf der Untersuchung
zu zwei Schritten veranlaft, die erst spéter im ein-
zelnen erkldrt werden konnen, hier aber schon ge-
nannt seien:

1. Prizisierung der Quantenbedingungen,

2. Verdoppelung des Zustandsraumes.

1. Dal} gewisse ,,Quantenbedingungen® prazisiert
werden miissen, ist auf Grund der bisherigen Quan-
tentheorie zu erwarten. Die Quantelung fithrt ja von
einer ,klassischen® Theorie zu ,ihrer” Quanten-
theorie. Man kann aber unter Umsténden eine gege-
bene klassische Theorie auf mehrere verschiedene
Weisen quanteln. Zum Beispiel lassen klassische Feld-
theorien die Quantelung nach der Bose- oder nach
der Fermi-Statistik zu; es hat subtiler mathemati-
scher Untersuchungen bedurft, um den jeweils physi-
kalisch passenden Typ der Quantenbedingungen fest-
zulegen.

Unser Beispiel endlicher Alternativen muf als ein
untypischer Sonderfall erscheinen. Normalerweise
sind in einer klassischen Theorie kontinuierliche
Variable wie Ort, Impuls, Feldstirke gegeben. In
der Tat gehen wir nur dort von endlichen Alternati-
ven aus, wo uns die Erfahrung schon iiber das Be-
stehen einer endlichen, diskreten Wertmannigfaltig-
keit irgendeiner Grofle belehrt hat, die aber dann
erst in der Quantentheorie selbstverstidndlich wird.
Bei der mehrfachen Quantelung tritt die Frage, wie
eine kontinuierliche Variable zu quanteln sei, spa-
testens in der zweiten Stufe auf, denn auch wenn wir
eine endliche Alternative a; zugrunde legen, ist ihr
Zustandsvektor v, kontinuierlich.

In I wurde die abstrakte Quantelungsvorschrift
naiv von der endlichen auf die unendliche Alternative
tibertragen. Ist z eine kontinuierliche Variable, so
soll (&) den Wahrheitswert der Aussage ,,x hat den
Wert £ bedeuten. In der vorliegenden Arbeit, in
der wir mit einer endlichen Alternative beginnen,
werden wir dieses Verfahren in der zweiten Stufe be-
nutzen, aber nicht in der dritten. Wir gehen so un-
systematisch vor, weil wir genau auf diese Weise die
vertrauten Formeln der Quantenfeldtheorie erhalten.
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Die systematische mehrfache Quantelung nach einem
festgelegten Verfahren, die Abweichungen von der
bekannten Feldtheorie ergibt, besprechen wir dann
im Abschnitt 9. Hier erlautern wir nur, worin sich
ein ,nicht-naives“ Verfahren von dem ,naiven
unterscheidet:

Wir wahlen als Beispiel die klassische Mechanik
eines Massenpunkts. Sie charakterisiert seinen Zu-
stand durch zwei Vektoren I und p. Naiv wiirde man
sagen: Die Aussage, das Teilchen sei am Ort I und
habe den Impuls p, muB} in der Quantentheorie den
Wahrheitswert v (1, D) bekommen. In Wirklichkeit
mufl man bekanntlich einen der beiden Vektoren
fortlassen und den Zustand entweder durch ()
oder durch v (p) charakterisieren. Das kann man
aber der klassischen Theorie nicht ohne weiteres an-
sehen. Die traditionelle Quantentheorie halt sich hier
an die Hamirronsche Formulierung der klassischen
Theorie und schreibt Vertauschungsrelationen fiir
konjugierte Variable vor. In der Quantenfeldtheorie
fiihrt dieses Verfahren aber zwangslaufig zur Bosk-
Statistik, erweist sich also wiederum nicht als all-
gemeingiiltig. Diese Ungewilheit, welche ,,nicht-
naive“ Quantelung zu wéhlen ist, braucht uns nicht
zu iberraschen. Solange eine klassische Theorie als
Zusammenfassung irgendwelcher Erfahrungen ge-
geben ist, konnen wir zundchst nicht wissen,
Grenzfall welcher Quantentheorie sie ist. Erst das
systematische Ziel unserer Theorie der mehrfachen
Quantelung erfordert eine schirfere Fixierung des
Quantelungsschrittes, Aber vermutlich stofen wir
damit auf ein ungeldstes Grundproblem, und es mag
erlaubt sein, dall wir uns, vom Vergleich mit der
Erfahrung geleitet, langsam an es herantasten.

2. Die Verdopplung des Zustandsraums ist eigent-
lich ein spezieller Zug der Prézisierung der Quanten-
bedingungen, der sich uns an Hand der Erfahrung
nahegelegt hat. Als eine prinzipielle Eigentiimlich-
keit des Quantelungsprozesses fithren wir ihn in
diese Arbeit neu ein, obwohl wir dabei nur einer
Reihe bekannter, bisher unverkniipfter Tatsachen
eine gemeinsame Deutung geben. Er besteht darin,
jeder Aussage aj; nicht eine Zahl vy;, sondern ein
Paar von Zahlen v, xx zuzuordnen, die sich bei
linearen Invarianz-Transformationen des Zustands-

3 Ein analoges Faktum gibt es, nur versteckter, bei der end-
lichen Alternative. So charakterisieren wir (vgl. II, 3) den
Elektronenspin durch die zwei moglichen Ergebnisse eines
SterN—GEerLacH-Versuches. Wir konnten auller der z-Kom-
ponente des Spins, die so bestimmt wird, z. B. auch noch
seine z-Komponente durch einen zweiten STerRN—GERLACH-
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raums zueinander konjugiert-komplex transformie-
ren. In der ersten Stufe bedeutet das den Ubergang
von Zweierspinoren zu Viererspinoren. Dies ist
gleichbedeutend mit dem Ubergang von Teilchen
der Ruhmasse Null zu Teilchen von endlicher Masse.
In der Tat gelingt es, aus dem verdoppelten Zu-
standsraum erster Stufe durch eine zweite Quante-
lung die Dirac-Gleichung herzuleiten. In der zweiten
Stufe erweist sich dann ebenfalls die Verdopplung
des Zustandsraums als notig, um die volle Losungs-
mannigfaltigkeit der Wellengleichungen (einschlief3-
lich Antiteilchen) zu erhalten. In der dritten Stufe
fiihrt dieselbe Prozedur zur Moglichkeit, eine in-
definite Metrik im HiLBerr-Raum zu definieren.

2. Herleitung der Quantenfeldtheorie spin- und
masseloser Teilchen durch dreimalige Quante-
lung einer einfachen Alternative

a) Erste Stufe: Impulsraum und Lorentz-Gruppe

Wir beginnen willkiirlich mit einer abstrakt ge-
gebenen einfachen Alternative. IThre mathematische
Behandlung ist in II ausfihrlich besprochen. Wir
wiederholen kurz:

Es seien zwei Aussagen a, und a, gegeben, von denen
nach klassischer Auffassung genau eine wahr sein muf.
Jeder quantentheoretisch mogliche Zustand wird durch
ein komplexes Zahlenpaar u4 (4 =1, 2) charakterisiert.
Wir normieren die Spinoren u4 nicht. (Vgl. dazu Ab-
schnitt 7.) Jedem u, entspricht ein vierdimensionaler
reeller Vektor £ (u=0, 1, 2, 3) nach der Gleichung

(2a,1)
0" (m=1, 2, 3) sind die PavL-Matrizen, 0= — g, ist
die Einheitsmatrix. Zwischen den k* besteht die alge-
braische Beziehung

k‘”zlLA* O"lABltlf .

Kk, =0. (2a,2)

Die Beschreibung des Zustandes durch die vier Zahlen
k ist also redundant und nur dadurch nahegelegt, daf}
einer linearen Transformation der ug4:

(2a,3)
eine lineare Transformation der k#“ entspricht. Den
unimodularen Transformationen der u,4 entsprechen

eigentliche Lorentz-Transformationen der k. Die obe-
ren Indizes der u4 sind durch die Gleichungen

ul= —u,, u=u, (2a,4)

ud =s4Bup

definiert.

Versuch messen. Dafl beide Messungen unvertréglich sind,
die zweite also den durch die erste geschaffenen Zustand
zerstort, d. h. daBl y nur vom Ausfall eines der beiden Ver-
suche abhédngen darf, lehrt nur die Erfahrung bzw. die fer-
tige, empirisch gepriifte Quantentheorie des Spins.
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utvg=uy vy —us vy (2a,5)

ist eine Invariante der unimodularen Transformationen
der uy.

In II wurde auseinandergesetzt, daf} dieser For-
malismus auf viele verschiedene physikalische Situa-
tionen paflit. Wir wihlen nun eine bestimmte, von
allen dort besprochenen verschiedene Deutung, zu-
néchst scheinbar willkiirlich, aus und behaupten, dafl
gerade bei dieser Deutung die Formeln, die wir bei
den nachfolgenden Schritten nochmaliger Quantelung
erhalten werden, einen vertrauten physikalischen
Sinn erhalten, Wir fassen von nun an k* als den
Energie-Impuls-Vektor eines Teilchens der Ruhmasse
Null auf.

In II, 3¢ war die Rede von der ,,prastabilierten
Harmonie* zwischen den Spinoren, die als quanten-
theoretische Beschreibung einfacher Alternativen ein-
gefithrt werden, und dem dreidimensionalen eukli-
dischen Raum der Physik bzw. der vierdimensiona-
len pseudoeuklidischen Minkowski-Welt. Bisher
konnte man nur sagen, daf} die Lorextz-Gruppe er-
freulicherweise eine (zweideutige) Darstellung auf
dem Raum der Spinoren besitzt. Wir drehen nun
dieses Verhéltnis um und behaupten hypothetisch:
Die spezielle Relativitatstheorie, soweit sie eine ma-
thematische Theorie von Raum und Zeit ist, ist be-
reits die Quantentheorie einer tiefer liegenden ein-
Jachen Alternative. Die Lorentz-Gruppe ist eine (un-
treue) reelle Darstellung der Gruppe der komplexen
linearen Transformationen des quantenmechanischen
Zustandsraumes jener Alternative.

Wir miissen dies prézisieren. Von Raum und Zeit
diirfen wir, streng genommen, noch nicht reden, denn
wir haben £* nicht als Raum-Zeit-Vektor, sondern
als Impuls-Energie-Vektor bezeichnet. In der Tat ent-
sprechen den Spinor-Transformationen nur die ho-
mogenen Lorentz-Transformationen, denen der Im-
pulsraum unterliegt; fiir die inhomogenen Raum-
und Zeittranslationen haben wir in dieser Stufe keine
Deutung. Wir fassen die Angabe von £ als die zeit-
lose Beschreibung des Zustandes eines kriftefreien
Teilchens auf. Groflen, die als Koordinaten in Raum
und Zeit gedeutet werden konnen, werden dann in
der néchsten Quantelungsstufe von selbst auftreten.
Wir haben es ferner nicht mit beliebigen Teilchen,
sondern mit solchen von verschwindender Ruhemasse
zu tun, denn die Ruhemasse ist, wenn f ein Impuls
ist, die Wurzel aus der Invarianten — k“Fk,
unserem Fall identisch verschwindet.

. die in
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Es fragt sich noch, was die Ausgangsalternative
bei unserer jetzigen Deutung fiir einen physikalischen
Sinn hat. Nach II, 3 ¢ kénnte es naheliegen, sie mit
der Spinalternative zu identifizieren. In 4. werden
wir in der Tat sehen, dal} sie einen nahen Zusam-
menhang mit dem Spin hat. Auf der jetzigen Betrach-
tungsstufe wollen wir aber den Spin noch nicht ein-
fiihren und konnen dann nur sagen: Diese Alter-
native verhilt sich zur Angabe der Impulsrichtung
im Raum dhnlich wie die Spinalternative eines
StERN—-GERLACH-Versuches zur Angabe der Spin-
richtung im Raum. Ein Experiment, das den Impuls
zwingen konnte, zwischen genau zwei Werten seiner
z-Komponente zu wihlen, ist in der Physik nicht be-
kannt. So missen wir unserer Grundalternative einen
sehr abstrakten Charakter lassen.

Eine Bemerkung verdient das Vorzeichen von k°.
Die nullte Komponente der Gl (2a,1) lautet aus-
geschrieben

ko=u"u, +us" u,.

(2a,0)

Diese Grofle ist positiv definit; hatten wir w4 nor-
miert, so hétten wir sie gleich Eins gesetzt. Die
quadratische Gleichung £* k.= 0 a3t aber zu jedem
Impulsvektor f neben dem positiven %° auch ein
negatives vom selben Betrag zu. Negativem kY ent-
spricht aber nach unserer Definition iiberhaupt kein
Spinor. Wenn also, wie wir annehmen, der Spinor
das Primire ist und Energie und Impuls nur eine
Beschreibungsweise fiir den Spinor sind, so erhalten
wir nur die Halfte der Losungen der Gleichung
k* kw=0 und die Energie ist bei uns ex definitione
positiv definit. Wir werden aber spéter sehen, dal}
wir alle Lésungen der Gleichung brauchen; dies wird
eines der Argumente fiir die Verdopplung des Zu-
standsraumes, also fiir eine Modifikation der Quan-
telungsvorschrift sein.

b) Zweite Stufe: Wellengleichung

Sind 1 und 2 die Antworten auf unsere ,,Grund-
frage®, so ist die Angabe eines Spinors u 4 bzw. eines
,lichtartigen® Vierervektors £* die Antwort auf die
zugehorige Metafrage?. Nun wenden wir auf diese
Metafrage die Komplementarititslogik an. Das heif3t
wir nehmen an, zu jedem maoglichen Wert von £ ge-
hore eine komplexe Zahl ¢ (k") als Wahrheitswert

4 Da wir nicht normiert haben, stellen wir die Frage, ob der
Spinor selbst oder ein Strahl im Spinorraum den Zustand
beschreibe, zuriick. Vgl. Abschnitt 7.
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der Aussage, der durch k“ charakterisierte Zustand
liege vor. Die Metafrage der ersten Stufe wird so
zur Grundfrage der zweiten Stufe. Im Sinne unserer
physikalischen Deutung sind die méoglichen Antwor-
ten auf die Metafrage der zweiten Stufe, also die
moglichen Funktionen ¢ (%*), die Wellenfunktionen
im Impulsraum der k“. Diese Behauptung bedarf
einer dreifachen Erldauterung.

Erstens haben wir hier im Sinne von 1. ,naiv“
gequantelt. Was sich bei nicht-naiver Quantelung er-
gibe, soll in 9. besprochen werden.

Zweitens haben wir die Mannigfaltigkeit mogli-
cher Zustdnde dadurch etwas eingeschrankt, daf} wir
@ von k“ statt von uy abhédngen lassen. k* driickt
ja nur drei der vier reellen Zahlen aus, die das kom-
plexe Zahlenpaar u4 bestimmen. Die Phase von u4
geht in k“ verloren. Nun gilt die Phase der Wellen-
funktion als unbeobachtbar; doch wire ihre grund-
sitzliche Bedeutung im Sinne der mehrfachen Quan-
telung noch einmal zu iberpriifen. Dies iiberlassen
wir einer spéteren Arbeit und bemerken nur, daf}
wir im Abschnitt 6 von der Phase Gebrauch machen

werden.

Drittens dirfen wir nicht alle mathematisch mog-
lichen Funktionen ¢ (k*) zulassen. k* mul} ja die
Gleichung k* k. =0 erfiillen und iberdies mul} we-
gen (2a,6) die Ungleichung £°>0 gelten. %&* muf}
also auf dem positiven Nullkegel des Impulsraumes
liegen. Wir konnten uns demnach auf Funktionen
beschrianken, die nur auf dem positiven Nullkegel
definiert sind. Zum gleichen Ziel wird es uns fithren,
wenn wir formal Funktionen zulassen, die im gan-
zen k“-Raum definiert sind, und dann als Neben-
bedingung fordern, daf} diese Funktionen iberall
auflerhalb des positiven Nullkegels verschwinden.
Wir machen mit dieser Festsetzung bei der statisti-
schen Deutung der Quantentheorie, die wir im ibri-
gen noch nicht benutzen, die Anleihe, daf} @) =0
heifit: Der Wert 2 =2  kommt in dem durch ¢ be-
schriebenen Zustand nicht vor. Physikalisch heif3t
das: Wer nur weil}, daBl der Zustand erster Stufe
durch Impuls und Energie charakterisiert ist, konnte
denken, beliebige Wertekombinationen dieser beiden
Groflen seien moglich; er wird den vollen Impuls-
Energie-Raum als Variationsbereich des Zustands
zulassen. Wer aber weill, dal der Zustand erster
Stufe eigentlich durch einen Spinor bestimmt ist,
weif}, dal zwischen Impuls und Energie ex defini-
tione die Beziehung k“k,=0 besteht. Nur unsere
redundante Zustandsbeschreibung lafit diese notwen-
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dige Bedingung, der der Vektor k“ geniigen muB,
als ein zusatzliches Naturgesetz erscheinen.

Mathematisch bequem formuliert man die For-
derung, dal ¢ (k“) auflerhalb des positiven Null-
kegels verschwindet, durch die Gleichung

Kk (k) =0 (2b, 1)

mit der Nebenbedingung, dal} %*k, nur fir £°>0
gemeint ist. In der Tat, ist k“ k. =0, so ist ¢ belie-
big; ist k“ k. # 0 oder ky <0, so muBl ¢ =0 sein.

Eine andere, formal nicht invariante Schreibweise
hiervon ist

(kO— ]/i1 (k?v)m(kl):o. (2b,2)
\ i1=1

Das Transformationsverhalten der ¢ (%“) bei Lo-
rENTZ-Transformation der £“ sei das einer Invarian-
ten. Dann sind die Gln. (2b,1) und (2b,2) eben-

falls invariant.

Eine andere Beschreibungsweise des so gewonne-
nen Zustandsraumes der ¢ (k*) erhalten wir, wenn
wir zu Funktionen (z.) tbergehen mit Hilfe der
Fourier-Transformation
i) = b [0 expike k) 'k,

il (2b,3)
o (k) = S fw(x;) exp (—1k*x,)dis,
die in dieser Form natiirlich nur symbolisch zu ver-
stehen ist. sich aber mit einigem mathematischem
Aufwand rechtfertigen 1a6t. Die Gl. (2b,1) geht in
der neuen Darstellung in die bekannte Wellenglei-
chung tiber:

DI,'::O_

Wir wollen wieder unter Verweis auf Abschnitt 7
darauf verzichten, die Wellenfunktion ¢ (k*) zu nor-
mieren. Insofern konnen wir den genauen Sinn un-
serer 2. Stufe als Quantentheorie noch nicht erdrtern.
Wir machen nur die folgenden Bemerkungen.

(2b,4)

Wie bekannt, ist es moglich, ¢ (k) relativistisch
invariant zu normieren; insofern lafit ¢ eine Deu-
tung als Zustandsvektor eines Teilchens vom Impuls
k" zu. Diese Normierung gestattet aber nicht, ,, als
Ortsoperator dieses Teilchens aufzufassen; insofern
ist die Wellengleichung (2b,4) keine ScHRGDINGER-
Gleichung >. Wenn wir nachher den Spin einfithren,
werden wir auch in der 2. Stufe eine echte ScHrGDIN-

5 Vgl. hierzu die Arbeit von T.D. Newrox u. E. P. WicNER,
Rev. Mod. Phys. 21, 400 [1949].



710

Ger-Gleichung des Einteilchenproblems (die kréfte-
freie Dirac-Gleichung) gewinnen.

¢) Dritte Stufe: Quantenfeldtheorie

Wiederholen wir den Quantelungsschritt noch ein-
mal, so wird die Frage nach der Wellenfunktion
@(k*) zur Grundfrage. Wir vollziehen also eine
Quantelung der Wellen, die seit KLemv und Jorpan ©
auch als ,,zweite Quantelung® bezeichnet wird. Es
scheint uns, dal unser Verfahren den physikalischen
Sinn dieser Bezeichnung aufdeckt. Die Wellenfunk-
tion @ (k*) tritt nun legitim in doppelter Bedeutung
auf: In unserer zweiten Stufe als Zustandsfunktion
einer Quantentheorie, in unserer dritten Stufe als
»klassische® Welle im Impulsraum. Da wir eine der
bisherigen Theorie unbekannte erste Stufe unter die
klassische Einteilchentheorie geschoben haben, ist
die bisherige zweite Quantelung bei uns die dritte.

Damit diirfen wir auch die Wellengleichung (2b, 4)
als ,klassische Wellengleichung im Sinne der Feld-
theorie und somit die vier Komponenten von z, als
Koordinaten in Raum und Zeit auffassen. z. zeigt
das richtige Transformationsverhalten gegeniiber der
Lorentz-Gruppe. Wie schon gesagt, induzieren uni-
modulare Transformationen des Spinors u,4 homo-
gene Lorentz-Transformationen (ohne Spiegelungen)
von k*. Fordern wir, wie schon durch die Schreib-
weise k", angedeutet, dal der Exponent in der
Fourier-Transformation hierbei invariant bleibt, so
mul} auch z, nach der homogenen Lorentz-Gruppe
transformiert werden. Dies folgt so aus der von uns
gewdhlten Definition von z,. Gl. (2b, 3) ist aber
auflerdem nicht die einzig mogliche Fourter-Trans-
formation. Wir hétten im Exponenten auch

k (1‘.' =} 11(0))

schreiben konnen mit einem beliebig, aber fest ge-
wihlten Raum-Zeit-Vektor z.(9 ohne die Gl. (2b, 4)
zu dndern. Dies kidme einer anderen Definition der
Raum-Zeit-Vektoren gleich. Der Ubergang von einer
dieser Definitionen zur anderen entspricht dem in-
homogenen Glied der Lorentz-Transformation. Also
1aBt, wie erforderlich, der Impuls £ die homogene,
der Ort 2, die inhomogene LorenTz-Gruppe zu.
Fassen wir die Theorie der zweiten Stufe als eine
klassische Feldtheorie auf, so konnen wir auf sie
die alte, von Bonr vielfach benutzte begriffliche Un-
terscheidung der Raum-Zeit-Beschreibung von der

6 0. Kiey u. P. Jorpan, Z. Phys. 45, 751 [1927].
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Kausalitit anwenden. v (z,) ist der als Funktion
von Ort und Zeitpunkt definierte Zustand, die Wel-
lengleichung [] v =0 gibt den gesetzmiBigen (kau-
salen) Zusammenhang zwischen den Zustinden an
verschiedenen Orten und zu verschiedenen Zeiten an.
Im Sinne unserer Auffassung, welche eine in der
klassischen Theorie verborgene Quantentheorie auf-
zuspiren sucht, ist diese Unterscheidung nur eine
Folge der redundanten Beschreibung des Zustands
erster Stufe durch k* statt u 4, denn erst diese macht
die Nebenbedingung k" k.=0 notig, aus der die
Wellengleichung folgt.

Wir bemerken noch, dal wir in der dritten Stufe
nicht ,,naiv® quanteln diirfen. Dies hatte ja, wie in 1
behauptet, durch ein Funktional zu geschehen, das
jedem Funktionsverlauf ¢ (k“) eine komplexe Zahl
D[@(k*)] zuordnet. Tatsichlich muB man aber
@* (k") und @ (k“) als unvertauschbare Operatoren
auffassen. Als Argumente einer quantentheoretischen
Zustandsfunktion (wie hier @) treten die Eigen-
werte von Operatoren auf. ¢ kann man aber gar
nicht diagonalisieren. Denn ¢ und ¢* konnen als
adjungierte Operatoren nur zugleich diagonal sein,
als unvertauschbare Groflen aber konnen sie nicht
zugleich diagonal sein; also konnen sie tiberhaupt
nicht diagonal sein. Also gibt es keine Zustdnde, in
denen. ¢ tiberhaupt einen bestimmten Wert hat, und
es ist sinnlos, solchen Zustinden ein @ zuzuschrei-

ben. Vgl. dazu die Abschnitte 7 und 9.

In der vorliegenden Arbeit werden wir weiterhin
im wesentlichen die ersten beiden Stufen unter-
suchen.

3. Spin 1/2: Weylsche Gleichung

Die im vorigen Abschnitt besprochenen Teilchen
ohne Spin und Ruhmasse scheint es in der Natur
nicht zu geben. Wir haben sie nur als das einfachste
Modell an die Spitze gestellt. In den nun folgenden
Abschnitten wollen wir zeigen, wie sich Teilchen,
die aus der Erfahrung bekannt sind, durch einfache
Umdeutungen bzw. Erweiterungen unseres Ansatzes
darstellen lassen. Daf} derselbe mathematische An-
satz viele verschiedene physikalische Situationen be-
schreibt, ist ja der Ausgangspunkt aller unserer
Uberlegungen. Wir wollen zeigen, daB alle Theorien
kraftefreier Teilchen gewonnen werden konnen, wenn
man die Beziehung von %* zum Impuls im wesent-
lichen aufrechterhilt, aber durch neue Deutungsvor-
schriften und eine Erweiterung den Spin und die
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Ruhmasse sowie die Existenz von Antiteilchen ein-
fiihrt.

Im vorliegenden Abschnitt halten wir daran fest,
dal} k* genau der Impuls des betrachteten Teilchens
sein soll. Wegen k* k., =0 ist das Teilchen dann wei-
terhin masselos. Hingegen nehmen wir an, daf} die
Ausgangsalternative gleichzeitig die Spinalternative
sei, das Teilchen also den Spin 1/2 habe. Damit in-
volvieren wir, daf} der Spin stets parallel zum Impuls
steht. Das ist aber bekanntlich in der Zweikomponen-
tentheorie des Neutrinos gerade der Fall. Wir wer-
den eine Gleichung herleiten, die bei unserer Deutung
gerade die WeyLsche Wellengleichung des krifte-
freien Neutrinos ist.

In II wurde die Gleichung [dort (2a,17)] ab-
geleitet:

kuo*Bup=0.

(3,1)

Sie ist eine allgemeingiiltige Folge unserer Definition
der k* als Funktionen der u4 und bedeutet, daf}
k. 048 ein Operator ist, der auf die zum Vektor up
»senkrechte“ Richtung projiziert. Nun bilden wir
wieder die Impulsraum-Wellenfunktion (2. Stufe)
@ (k*) und definieren mit ihrer Hilfe neue ,,Spin-
eigenfunktionen im Impulsraum®:

Pa(k*) =uyqp(k*).

@ 4 enthilt nicht mehr Information als ¢. Aus einer
Umkehrung der Funktionen /£“(u,) ergibt sich ja
u4(k*) als eine freilich nicht eindeutigce Funktion.
Losung des Gleichungspaares (3.1) [vgl. IT (2.18)]

liefert explizit

(3,2)

1ty KO+ K3

u:_.: Etyike’ (3.4)
Der Absolutwert von u; und u, folgt aus der Defini-
tion von k° (2a.6). Damit bleibt nur die Phase von
u unbestimmt; diese geht aber in der ebenfalls un-
bestimmten Phase von ¢ unter. In unserer jetzigen
Deutung heifit all dies eben, daf} die Richtungen von
Impuls und Spin iibereinstimmen miissen. Multipli-
ziert man nun die ,,WevLsche Gleichung 1. Stufe®
(3.1) mit ¢(k*), so erhalt man die WevLsche Glei-
chung 2. Stufe im Impulsraum:

Ko 6448 gy () =0 . (3.4)

Durch die Fourier-Transformation

» 1 ;
val@®) = o /(pA(k") exp(ikiz) &%  (3.5)
geht aus ihr die WeyLsche Gleichung im Ortsraum

guAB hat{{[; -0

Ao (3.6)
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hervor, die auch als Dirac-Gleichung zweikomponen-
tiger masseloser Teilchen aufgefaflt werden kann.

Wir fiigen noch eine Bemerkung iiber die Bezie-
hung dieser Theorie zu der des vorigen Abschnitts
hinzu. Die beiden Theorien unterscheiden sich in den
Formeln iberhaupt nicht, sondern nur in der Deu-
tung. Fir spinlose Teilchen wird man jedoch den
redundanten Ausdruck ¢4 nicht benutzen. Hingegen
ist auch fur spinbehaftete masselose Teilchen das
einfache ¢ die sparsamste Zustandsbeschreibung; erst
fiir Teilchen mit Ruhemasse (nachster Abschnitt) lie-
fert der Spinindex zusétzliche Information. Wegen
k" k=0 gilt sowohl [Jv, =0 als auch, wenn v
durch (2b.3) definiert wird, [ ] =0. Dies iiber-
rascht zunéchst, da v, als skalare Funktion, einem
spinlosen Teilchen zuzugehoren scheint. Jedoch ist v
bei unserer jetzigen Deutung iiberhaupt keine Wel-
lenfunktion (auch keine klassische) im Ortsraum,
denn die Rdume, in denen v und v 4 definiert sind,
diirfen nicht identifiziert werden. Aus dem gebroche-
nen Ausdruck (3.3) ist zu sehen, da} u 4 im ,,Orts-
raum® von 1 kein Differentialoperator ist, sondern
ein Integraloperator, den man erhilt, wenn man zu-
erst die Umkehrung von (2b.2) auf v anwendet,
das erhaltene ¢ mit u4(%k*) multipliziert und dann
nach (3.6) transformiert.

4. Verdopplung des Zustandsraumes 1. Stufe:
Dirac-Gleichung

Die Einfithrung der Ruhmasse und der Anti-
materie (Abschnitt 5) gelingt durch eine einzige Er-
weiterung unserer Quantelungsvorschrift, die Ver-
dopplung des Zustandsraumes. Jeder Aussage 4 soll
von nun an als ,,quantenlogischer Wahrheitswert“
nicht eine komplexe Zahl u 4, sondern ein Paar kom-
plexer Zahlen u,, v4* zugeordnet werden. Indem
wir der zweiten Zahl einen Stern angehingt haben,
haben wir die Forderung bezeichnet, bei den die
Grundgleichungen invariant lassenden linearen Trans-
formationen des Zustandsraumes solle der Faktor
von v4* jeweils das Komplex-konjugierte des Fak-
tors von u, sein. Da wir in der vorliegenden Arbeit
die Theorie dieser Gruppen noch nicht untersuchen,
lassen wir hier offen, ob dies eine Einschrankung der
Allgemeinheit ist oder nicht; jedenfalls wollen wir
uns an sie halten. In der ersten Stufe konnten wir
statt des Sterns mit v.p. WAERDEN punktierte In-
dizes verwenden; in den hoheren Stufen ist aber
diese Schreibweise nicht tiblich und so verzichten wir
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auf sie’. Sofern bei mehrfacher Quantelung fiir u 4
und v4* Vertauschungsrelationen aufgestellt werden,
wird der Unterschied zwischen gesternten und un-
gesternten Groflen wesentlich, und v4* soll dann als
gesternte Grofle behandelt werden.

Wir verdoppeln zunichst den Zustandsraum der
ersten Stufe. Das heiit, wir definieren eine vier-
komponentige Grofle (Viererspinor), die wir alsbald
in zwei Schreibweisen einfiihren:

Ty=1Uy, Wy=1Uq,
To=1Us, Wo =1Ugy,
e - (4‘])
r3—vl N w3 v s
ry=vo", wy, =v**

Die von 1 bis 4 laufenden Indizes numerieren wir
mit kleinen lateinischen Buchstaben. r, ist im Sinne
unserer Theorie am durchsichtigsten gebaut. w, hat
die v mit oberen Indizes, die gemédll (2a.4) defi-
niert sind. Also ist wg= —ry, wg=ry. w, ist der
traditionellen Form der Dirac-Gleichung angepalt.

Statt u und v konnen wir zwei reelle Vierer-Null-
Vektoren einfiihren:

) - uA* G AB up, ¢ = .UA* gnAB vy (4, 2)
bzw. deren Summe und Differenz
p‘u - k/l + l/l s sH— ku o Ijl . (4 3)

Wir werden die Dirac-Gleichung in der iiblichen
Bedeutung erhalten, wenn wir p* als den Impuls-
Energie-Vektor des Teilchens auffassen. s* ist dann
bis auf einen Normierungsfaktor eine mogliche De-
finition des Spinvektors. Wenn wir diese Behauptun-
gen begriinden konnen, so werden wir das Fermion
endlicher Ruhmasse als Ergebnis einer Uberlagerung
zweier Alternativen erster Stufe auffassen konnen,
von denen eine einem Neutrino der bisher betrach-
teten Art, die andere einem Neutrino mit entgegen-
gesetzt an den Impuls gekoppelten Spin entspricht.
Die ersten beiden Komponenten des Viererspinors
in (4.1) entsprechen der ersten, die letzten beiden
der zweiten Alternative. r; und ry entsprechen glei-
cher Impulsrichtung der beiden Komponenten, w;
und wy gleicher Spinrichtung, letzteres gemall der
tiblichen Darstellung der Diracschen Theorie.
p* und s* sind nicht mehr Nullvektoren. Vielmehr
gilt
P pe=—s"su=2k"0,= —m?, (4.4)
(4.5)
7 Wir miissen nur beachten, dafl bei Transformationen im
Spinraum die beiden Indizes von oc# 4B und &hnlichen

Matrizen nicht gleicher Art sind, sondern daf} der erste
Index punktiert, der zweite unpunktiert zu verstehen ist.

p“su=0.
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m ist vorerst nur ein Name fiir eine relativistische
Invariante, welche dem durch r, bzw. w, charakteri-
sierten Zustand zugeordnet ist.

Wir fithren nun den Kalkiil der a- bzw. y-Matrizen
ein. Fithren wir zunachst, wie es verbreitet ist, keine
oberen Spinindizes ein, so lassen sich unsere Defini-
tionen sehr einfach in die Diracsche a-Schreibweise
umsetzen:

“— o ¥ st — w. *¥g" w
P Wq 0y, Wy S Waq™ 07, Wo

0_ (10 m__ [om 0O

a_(o 1)3 @ —(0 am)’

0\ _(1 O m\ _ [om 0
(Gab) - (0 —1) 2 (O'ﬂb) - (0 —am) &
Hier sind die 0" die zweireihigen Pauri-Matrizen
und die 1 ist eine zweireihige Einheitsmatrix. Der
Vorzeichenwechsel in der 3. und 4. Komponente

folgt aus der Wahl der w-Schreibweise und den Re-

lationen

(4.6)
mit

(4.7)

l‘u - UA* gt 4B vy = UA*

0 _ 04B
Tap =0

B
0" qp 07,

(4.8)
(4.9)

Diese a-Schreibweise ist der Auffassung der w,
als quantentheoretische Zustandsvektoren angepalit.
p° ist die Norm von w,. (Ubrigens definiert (o,,°)
eine abweichende, indefinite Metrik des Zustands-
raums.) Aber diese Schreibweise lafit die Lorentz-
Invarianz der Theorie nicht hervortreten. In der Tat
lassen ja die unimodularen Transformationen der
uy, v4" die Normen k9, [° nicht invariant. Die Be-
deutung der LorenTz-invarianten y-Schreibweise wird
wohl am klarsten, wenn wir zugleich beziiglich einer
Lorentz-Invariante von w, obere Indizes einfiihren.

w, hat eine komplexe Lorextz-Invariante:

m . smAB
’ G g="=0""""

L=uy vt =w ws* +wyw,”. (4.10)
Die in (4.4) auftretende Invariante m ist bis auf
den Faktor 2 der Betrag von 4:

2kl =mP=42"1. (4.11)
Zwei weitere reelle Invarianten sind der (doppelte)
Real- und Imaginirteil von 4:

x=A~4+ 1%, w=1(A—=1i%

(4.12)
(4.13)

Wir fithren nun die oberen Indizes von w, ein durch
die Forderung

mit %2 L2 =m?2,

‘

W™ w, =1 1. (4.14)
Das ergibt

w =ws, w=w,, W= —w,, w= (4.15)
Unser w® ist derselbe Spinor, der vielfach w" ge-

nannt wird (wobei man dann meist keine oberen

—wy.
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Indizes schreibt) und unsere Invarianten sind

in=ww, #x=wysw. (4.16)
Die Schreibweisen gehen ineinander iiber durch
w™ = (w,) " =w,* e2®. (4.17)
In den zwei letzten Gleichungen sind
) = (28, = (Y 418)

wobei 1 wieder zweireihige Einheitsmatrizen sind.

Nun schreiben sich die Impuls- und Spin-Vektoren

p[t = u)+ ?,‘u w = w? y/l b wy ,

(4.19)

+ a%
7)) ;,5 ,;,u w= wl I 5(117 }"‘Nh{‘ Ve

(%) = ((1) “(1)) y )= (;:n 06”) (4. 20)
und ys=1y" yly2 3, (4.21)

mit

In dieser Schreibweise sind die a nichts anderes als
die y mit zwei oberen Indizes:

at =gy~

Wir wenden jetzt auf w den Operator p. )" an
und fiihren die Rechnung wegen der Wichtigkeit des
Resultats explizit vor:

(ki Lo { (4.22)

m vﬁ'l

} §
= (ko +1,) { 04B uB} + U + ) { mAB "1:I
_k# 'L:B‘ UMBA
ABUuAB 1, 4By

. B sC 5D u* oB*
J‘ ¢l upe™ g _ 5] %B%%" “p
=5 .
T oo o 4B ug 54 08w oD o
;|

ucD ®
—i*u J(zu — ) u .
= = A =LUW—HYsW.
1p4* l‘i" + %) vA‘J ) 75

Hierbei wurde von den Relationen k.o0“u=0,

Pu Pt w=

= (kw11

(l,0*v)*=0 und
4B 6,00 = 0ct OpP (4.23)
Gebrauch gemacht.
Wir konnen das Ergebnis schreiben:
{pur*+ (w'w) — (W' ysw) y5} w=0. (4.24)

Diese Gleichung ist formal genau so geschrieben wie
die Gleichung (fiir c-Zahl-Wellenfunktionen), welche
Heisenserc und Paurr soeben als Grundlage der
Theorie der Elementarteilchen vorschlagen. Daf} wir
eine Gleichung erhalten, die sich zwanglos so schrei-
ben lat, mochten wir als einen Hinweis auf eine
enge Beziehung zwischen unserer Theorie und der
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von Hersexserc und Pauvnr ansehen. Wir konnen
aber die Art dieser Beziehung bisher nicht angeben.
So wie wir (4.24) hergeleitet haben, hat diese Glei-
chung eine wesentlich andere Bedeutung als die von
HersexBerc und Pavrr. Die letztere ist eine Wellen-
gleichung im Ortsraum. Statt unseres w enthalt sie
ein vom Ort abhéngiges v, das in unserer Sprech-
weise eine Wellenfunktion der 2. Stufe ist. Unser w
ist erster Stufe. Fiihren wir analog zu (3.2) eine
Wellenfunktion ¢, zweiter Stufe ein, so erhalt man
fiir diese zunachst eine zu (3.7) analoge lineare
Gleichung im Impulsraum, die der HEersexBerc—
PavLischen Gleichung nicht auf eine triviale Weise
zugeordnet werden kann. Wir kommen auf dieses
Problem im 9. Abschnitt zuriick und zeigen hier nur,
unter welchen Bedingungen die zu (3.7) analoge
Gleichung als Dirac-Gleichung im Impulsraum ge-
deutet werden kann.

Wir bilden die Zustandsfunktion 2. Stufe ¢ (p*)

und Pa (P“) =W, ¢ (P‘“) . (4' 25)

¢, enthalt nun mehr Information als ¢, da der Spin
jetzt vom Impuls entkoppelt ist. Die Lorextz-Inva-
rianten sind Zustandsfunktionen. Wir betrachten nun
willkiirlich nur Zustinde mit universell festen In-
varianten % und p. x ist ein Pseudoskalar, den wir
willkiirlich = 0 setzen. Dann folgt

p=—tww=—m (4. 26)
mit willkiirlicher Vorzeichenwahl fir m, und die
»Dirac-Gleichung 1. Stufe*

(puy”—im) w=0 (4.27)
und 2. Stufe:

(puyp®—im) ¢, =0. (4.28)

Indem wir so in der Tat die Dirac-Gleichung
kréftefreier Teilchen gewonnen haben, haben wir
offenbar von den in unserem Ansatz enthaltenen
Freiheiten keinen vollen Gebrauch gemacht. Die Fest-
legung auf =0 und festes u diirfte, als Ausdruck
der Quantelung moglicher Massenwerte, erst aus
einer Theorie der Wechselwirkung folgen. Im Sinne
unseres Ansatzes ist es aber auch inkonsequent, nur
¢ (p*) statt ¢ (p“,s") einzufiihren. Die Schreibweise
(4. 25) liefert nicht einmal alle Lésungen der Dirac-
Gleichung mit positivem p°. Bei festem Impulsvektor
p" sind noch zwei Spinrichtungen moglich, denen
gemil zwei Funktionen ¢® (p*) und ¢® (p*) zu
definieren sind. Zu demselben p* gehoren dann zwei
verschiedene Viererspinoren v und w® und die
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volle Diracsche Wellenfunktion muf} geschrieben
werden

Pa(p*) =D @O (p*) +w,® @@ (pr). (4.29)
Dieses ¢, geniigt ebenfalls (4.28), wenn die beiden
w zum selben Massenwert m gehoren. Wie sich diese
Schreibweise zur Einfithrung eines ¢ (p“, s*) verhailt,
untersuchen wir hier nicht.

Wir bemerken schlieBlich, dafl wir, statt s als
Spinvektor zu deuten, auch p* (oder s*) als Impuls
eines spinlosen Teilchens hatten auffassen und aus
(4.4) unmittelbar die KLein—-Gorpon-Gleichung

(O-m?)yp=0 (4. 30)

ableiten konnen.

5. Verdopplung des Zustandsraumes 2. Stufe:
Antimaterie

Bisher haben wir die Nebenbedingung £°>0 mit-
gefiihrt, und demgemill in 4. die Bedingungen
>0 und p®>0. Andererseits lassen die Gleichun-
gen k“k.=0, k.o*u=0 und (p.y*—im)w=0
jeweils positive und negative k® bzw. p° als Losun-
gen zu, und daher auch die aus ihnen gewonnenen
Wellengleichungen. Da wir in dieser Arbeit die Zu-
standsvektoren und nicht die Gleichungen als das
Primire auffassen, wiirde es naheliegen, die Losun-
gen mit negativen k° bzw. p® zu verwerfen. Anderer-
seits macht die Physik von diesen Losungen einen
empirisch bewidhrten Gebrauch und im Falle der
Wechselwirkung, den wir freilich bisher nicht be-
handeln konnen, ist die Trennung beider Losungs-
typen nicht scharf aufrechtzuerhalten. Wir kénnen
nun in der Tat die Einfithrung der ,,negativen® Lo-
sungen als eine der Einfithrung der Viererspinoren
analoge Verdopplung des Zustandsraumes in der
zweiten Stufe auffassen.

Wir bezeichnen alle bisher betrachteten Wellen-
funktionen im Impulsraum mit einem + -Zeichen:
q;(k-“), &A(k“),(ﬁ,,(p“). AuBler ihnen soll es auch
Wellenfunktionen ¢ (k*), @4(k*), @q(p*) geben.
Die ¢ geniigen dann denselben Gleichungen wie die
@; auch fiir die ¢ soll die Nebenbedingung £°>0
bzw. p®>0 gelten. Die beiden Sorten von Wellen-
funktionen sollen sich nur durch ihr Transforma-
tionsverhalten unterscheiden. Wir verabreden, bei
jeder Transformation der ¢ mit irgendwelchen Ko-
effizienten c(k*) bzw. c(p*) die @ mit den konju-
giert-komplexen Koeffizienten c¢* (k") bzw. ¢*(p*)
zu transformieren. Die einzigen Transformationen
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der (}7, die wir betrachtet haben, sind die Fouriker-
Transformationen, die den Ortsraum definieren. In
ihnen kommt der Exponent ik*z, bzw. i p* . vor.
Fir die @ soll dieser Exponent also —ik*z. bzw.
—ip“x, lauten. Im Ortsraum gibt es nun Wellen-
funktionen 9, 9. Die 9 sind genau dieselben, die
man gewonnen hétte, wenn man mit +1ik“z. bzw.
i p"*x. transformiert, aber — k" bzw. —p” als den
Wellenvektor bzw. Impuls definiert hdtte. Da man
natiirlich ublicherweise die Fourier-Transformation
einheitlich fiir alle Losungen mit demselben Expo-
nenten ausfithrt, konnen wir umgekehrt sagen: Die
w verhalten sich genau wie Wellenfunktionen mit
negativer Frequenz £° bzw. p°. Die 9 und 9 sind
gerade die Gesamtheit der Lésungen der Wellen-
gleichung.

Der physikalische Sinn dieser Verdopplung ergibt
sich aus der bekannten Deutung der jeweiligen Wel-
lengleichung. Fiir die Dirac-Gleichung ohne Wellen-
quantelung bedeutet p“ den Energie-Impulsvektor
und negatives p® negative Energie. Die Quantelung
der Wellen bringt jedoch die Annahme der Dirac-
schen Lochertheorie zum Recht, nach der fiir negative
p? vielmehr — p° die positive Energie eines Positrons
ist. Unsere anfingliche Deutung von p° als Energie
ist also genau dann aufrechtzuerhalten, wenn man,
wie wir es getan haben, p®>0 sowohl fiir p wie
fiir @ fordert.

Fir spinlose-Bosonen, die der Gleichung

(O-m®)yp=0

geniigen, 148t man ebenfalls negative p® zu. Dann
bedeutet jedoch p“ den Vektor des Ladungsstromes
und die beiden moglichen Vorzeichen von p° bezeich-
nen direkt (ohne Lochertheorie) die beiden Ladungs-
vorzeichen. Auch dann wird p® gerade die Energie
bedeuten, wenn man fir ¢ das Vorzeichen von p*
umkehrt.

Ausfihrlicher kénnten wir die Verdopplungen der
Zustandsrdume nur im Zusammenhang der Spiege-
lungsgrupen der Physik diskutieren.

6. Verschwindende Ruhmasse, Spin 1:
Maxwellscher Gleichungen

a) Erste Stufe:

Bezeichnen wir die irreduzible Darstellung der
Gruppe unimodularer Transformationen der Zweier-
spinoren durch sich selbst (2 a. 3) mit D, und die zu
ihr nicht-dquivalente irreduzible Darstellung durch
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die hierzu konjugiert-komplexen Transformationen
(3 a.1) mit Dy, so ist die Lorentz-Gruppe der k*
das Kronecker-Produkt D, x D,*, das ebenfalls ir-
reduzibel ist. Hingegen ist das Kronecker-Produkt
von D, mit sich selbst reduzibel: Dy x Dy =D, + Dy .
D, ist die identische Darstellung, die durch die In-
variante u? v, gegeben ist. Wir studieren jetzt Vek-
toren im Raum des anderen Summanden, den wir
soeben als D, bezeichnet haben. Sie fithren bei noch-
maliger Quantelung zu Feldgroen, die den Max-
weLLschen Gleichungen geniigen. Auch diese Vekto-
ren sind aus der Spinormathematik (vor allem durch
Carran) wohlbekannt.
Wir definieren drei Funktionen eines Zweier-

spinors u 4:

fro=iu u,,

hs= -3+ u?),

fos = — 3 (u? —us?).

(6a.1)

Vom Spin 1 wird man hier reden konnen, wenn man
diese Funktionen als Beschreibungsweisen eines Zu-
standes ansieht, in dem zwei Spinoren u4 und v4
vorliegen, die durch die Bedingung u4=wv4 anein-
ander gekoppelt sind. u vp=u, up ist dann eine
Produktwellenfunktion im Zustandsraum der doppel-
ten Alternative von v und v, gibt also die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, dal die erste Alternative im
Sinne A und zugleich die zweite im Sinne B ent-
schieden ist. Im Sinne unserer Deutung in Abschn. 3
beschreibt diese Wellenfunktion dann zwei Teilchen
der Ruhmasse Null desselben Transformationstyps,
die also, wenn sie wegen wuj=v4 gleiche Impuls-
vektoren p“=Fk* haben, wegen [“=0 auch gleiche
Spinvektoren s* = k* haben. Man wird also den Spin
des Gesamtgebildes als die Summe der beiden Einzel-
spins auffassen. Doch handelt es sich nicht um zwei
durch Wechselwirkung aneinander gebundene Teil-
chen (dazu miiBiten zwei Wellenfunktionen néchst-
hoherer Stufe miteinander multipliziert werden),
sondern um ein durch zwei aneinander gekoppelte
Alternativen definiertes Teilchen.

Bei unimodularen Transformationen der u 4 trans-
formieren sich die drei Grofien f;; wie die drei rdum-
lichen Komponenten eines schiefsymmetrischen selbst-
dualen komplexen Tensors der Lorentz-Gruppe. Dal}
der Tensor schiefsymmetrisch ist, heil3t

fir=—fri- (6a.2)
DaB er selbstdual ist, heif3it
f01=if23, f(rz:if.‘n’ fo3=if12- (6a.3)
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Durch die Gln. (6a.1) bis (6a.3) ist der Tensor
vollstindig definiert. Einiges Rechnen, wobei man
die Wevische Gleichung 1. Stufe benutzen kann.
ergibt, dal der Tensor den ,MaxweLLschen Gleichun-
gen 1. Stufe*

,f/'. fm' + kv f}.u + k/: fr}. =0
B fun =0

gentigt. Dabei ist £* der durch (2a.1) definierte
»Impuls®“. Diese Gleichungen sind wiederum al-
gebraische Gleichungen zwischen einem Tensor fu»
und einem Vektor ki, und nicht etwa Feldgleichun-

(6a.4)
(6a.5)

gen.

b) Zweite Stufe:

Wir definieren wieder die Wellenfunktion im Im-
pulsraum ¢ (k*) und bilden nun

Pur (B) = fur p ().

@ gentigt Gleichungen, die formal genau wie Gln.
(6a.4) und (6a.5) aussehen, nun aber Feldglei-
chungen im Impulsraum sind. Die Fourier-Trans-
formation

(6b.1)

War (X)) = 1 /'(p',,,,(kl) exp(ik’x;) d*k (6b.2)

(2m)?

fihrt zu komplexen Feldfunktionen im Ortsraum,
die den Gln. (6 a. 4 und 5) unter Ersetzung von 7 &
durch 3/32* geniigen. Dies sind nun bereits regel-
rechte MaxwerLsche Feldgleichungen. Denselben
Gleichungen geniigen die reellen Feldgroflen

F:/r = 1/«'!11' + 1/"_/u'*. (6 b. 3)

Wir identifizieren sie mit den Feldstarken des elek-
tromagnetischen Feldes.

Die reellen Grofen F.. enthalten genau ebensoviel
Information wie die komplexen .. Das liegt an
der Bedingung der Selbstdualitat (6 a.3). Zum Bei-
soiel sind v, und 5, bis auf den Faktor ¢ identisch,
hingegen ist Fy,, der Realteil von v, und Imaginar-
teil von 14, , eine von F,,, dem Realteil von v,y und
negativen Imaginarteil von v, , unabhéngige Grofle.

Ebenso wie die WgeyLsche Wellenfunktion 4
(und anders als die Diracsche v,) enthilt v, so
wie es bisher definiert ist, nicht mehr Information
als das skalare v, denn die Impulsrichtung fixiert ja
die Spinrichtung mit. Das bedeutet hier, daf unser
bisheriges 1. nur solche Felder beschreibt, die aus
zirkular polarisierten ebenen Wellen einer festen
Umlaufrichtung aufgebaut werden konnen. Wir wei-

sen das durch eine kleine Rechnung nach. Wir be-
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trachten einen Zustand fest gegebenem Fortschrei-
tungsvektor £* und wahlen seine Richtung als posi-
tive z-Richtung. Es folgt u, = 0. Wir setzen

u;=Vs €2, (6b.4)
Es folgt
f1o=0, fig= 357,
fis=—1% se'’, foo=4s€?, (6b.5)
fas=—s5s€?, f50=0.

Nennen wir k=% und sinngemall z;=z und
ry= —1t. so folgt
7}'\:11'(1'/:) = f/u- eik‘(:_“ (6 ]). 6)
sowie
Fuo= (fuiw+ fw") cosk(z—1)

+i(fur—fur™) sink(z—1) . (6b.7)

Die Ausrechnung ergibt, wenn wir Fy; mit E; und
Fy; mit Hj, bezeichnen
E,.=cos[k(z—1t) +1].
E,= —sin[k(z—1) + 1]
E.=0,

H,=sin[k(z—1) + 9],
H,=cos[k(z—1) + 7],
H,=

(6b.8)

Dies ist rechtsdrehendes zirkular polarisiertes Licht.

Die entgegengesetzte Polarisationsrichtung ergibt
sich, wenn der Ausdruck % (z — ¢) mit dem Faktor —1
versehen wird. Dies wird normalerweise durch ein
negatives k bewerkstelligt, das ebenfalls eine Lsung
der MaxwerL-Gleichungen ergibt. In unserem Sinne
der Verdopplung des Zustandsraumes hat man statt
dessen den Faktor —1 der Klammer (z—1t) zuzu-
schreiben. Jedenfalls erreicht man so eine Basis,
nach der man alle bekannten elektromagnetischen Fel-
der im Vakuum entwickeln kann. Die einfache Alter-
native, ob das Lichts rechts- oder linkszirkular pola-
risiert ist, ist eine Basis des dreidimensionalen re-
ellen Raums der moglichen Polarisationsweisen

(I1, 3¢).

7. Statistische Deutung

Bisher haben wir die statistische Deutung beiseite-
gelassen. Wir haben demgemal} die Zustandsvektoren
nicht normiert und haben nur von den linearen Eigen-
schaften des Zustandsraumes Gebrauch gemacht. Wir
behaupten nun — mit alsbald zu besprechenden
Qualifizierungen —, daf} die (n + 1)-te Quantelungs-
stufe jeweils die statistische Deutung der n-ten
Stufe rechtfertigt, und zwar primar als Haufigkeits-
deutung.
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Sei v der Zustandsvektor n-ter Stufe. Sofern die
(n+1)-te Stufe, welche 3 zu einem Operator macht,
zu dem Ergebnis fithrt, dall N =1* vy die nicht-nega-
tiven ganzen Zahlen zu Eigenwerten hat, kann man
diese Zahlen als Haufigkeiten deuten, mit denen
der durch v beschriebene Zustand realisiert ist. Diese
Tatsache ist aus der Feldquantisierung wohlbekannt;
wir fassen sie als die allgemeine Grundlage der sta-
tistischen Deutung der Quantentheorie in jeder Stufe
auf.

Gehen wir ins Einzelne, so miissen wir auf eine
quantentheoretische Beschreibung des MeBprozesses
(vgl. Sisssmann®) verzichten, da unsere Theorie die
Wechselwirkung noch nicht enthalt. Wir konnen aber,
wie man es bei der Einfithrung der Quantenmechanik
tat, axiomatisch fordern, was ein auBerhalb des
Systems gedachter MeBapparat registrieren wiirde.

Wir betrachten zunéchst den einzelnen Quante-
lungsschritt. In der iiblichen statistischen Deutung
unterscheiden wir drei begrifflich getrennte Annah-
men oder Axiome:

1. Axiom der MeBbarkeit: Ist ein Zustand Eigen-
zustand eines hermiteschen Operators, so liefert eine
Messung der dem Operatur zugeordneten Observab-
len den diesem Zustand zukommenden Eigenwert
des Operators als Mef3wert.

In dieser Formulierung erscheint die Observable
als das, was gemessen wird. Die MefBwerte eines
vollstandigen Satzes vertauschbarer Operatoren de-
finieren aber auch den Zustand (bis auf eine Phase)
eindeutig. Das Axiom impliziert insofern auch die
eindeutige Feststellbarkeit eines Zustandes. Ist der
Zustand eindeutig bekannt, so kennt man damit die
Eigenwerte aller der Operatoren, deren Eigenzustand
er ist, durch blofle Rechnung; es ist dann gleich-
giiltig, welchen von ihnen man zur Charakterisierung
des MeBergebnisses wahlt. Den Kern des Axioms
der MeBbarkeit kann man also auch ansprechen als

la. Axiom der Feststellbarkeit: Es ist moglich.
durch Messung eindeutig festzulegen, dal} ein be-
stimmter Zustand vorliegt.

Dal} dies nicht trivial ist, lehrt das

2. Axiom der Moglichkeit: Liegt ein Zustand g
vor, so ist es im allgemeinen moglich, bei einer Mes-
sung einen von ihm verschiedenen Zustand 7 vor-
zufinden.

Der Grad der ..Koexistenz® zweier Zustande wird
bestimmt durch das

8 G.St'ssmany, Bayr. Akad. Wiss. Math.-Naturw. Klasse,
Heft 88 (1958).
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3. Axiom der Wahrscheinlichkeit: Die Wahrschein-
lichkeit, in einem Zustand ¢ durch Messung einen
Zustand vy vorzufinden, ist das Absolutquadrat des
inneren Produkts | (¢, y)[%

Dabei ist eine unitare Metrik definiert durch

(@ 9) = X on" v (7.1)
3
und die Vektoren sind normiert
(\(/7(/') = ('/'71/") =1. (7'2)

Fiir einen Operator H ist dann der statistische Er-
wartungswert

Erw(H) = (Hy,y) =2y Hyyy,. (7.3)

Gewohnlich setzt man das Axiom der Wahrschein-
lichkeit voran, welches das Axiom der Maoglichkeit
impliziert; man braucht dann im wesentlichen die
-Axiome 1 und 3. Wir wollen die Vermutung begriin-
den, daf} in einer streng durchgefiihrten Theorie der
mehrfachen Quantelung die Axiome 1 oder la und 2,
um eine wesentlich schwichere Annahme als 3. er-
génzt, ausreichen wiirden.

Wir gehen dazu zur nidchsten Quantelungsstufe
tiber. v sei ein Zustand n-ter Stufe. Der Index £ von
v, beziehe sich auf irgendeine Basis im v-Raum,
also eine (endliche oder unendliche) Alternative
(n—1)-ter Stufe. Wir quanteln y' nach den Vor-
schriften fiir die Bose-Statistik:

eyt =Wt wr =04,

Yevi—yiwr=0, (7.4)
Yty =yt it =0.
Dann haben die Operatoren
Ni=wi" yi (7.5)
als Eigenwerte die ,,Besetzungszahlen®
Ne=0,1,2, .... (7.6)

Der bisherige Ausdruck fiir den Erwartungswert des
Operators n-ter Stufe H, also (H1,w), ist nun, in
der (n+1)-ten Stufe selbst ein Operator und hat im
allgemeinen tiberhaupt keinen Zahlwert.

Es gibt aber gewisse Zustinde (n+ 1)-ter Stufe,
in denen man (H y,v) genahert einen Zahlwert zu-
schreiben kann. Wir wahlen sie, ohne den Charak-
ter der verwendeten Ndherung genau zu untersuchen,
durch die beiden Forderungen aus:

1. Alle N sollen diagonal sein.

2. Einige NV} sollen grof3 gegen Eins sein und der

Beitrag aller anderen N, soll vernachldssighar
sein.
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In jedem der so ausgewéhlten Zustande sind die
N;. Zahlen. Man kann in diesen Zustinden auch die
)y durch Zahlen beschreiben. Fiir diejenigen v,
deren N;, > 1 ist, sind die beiden Glieder der linken
Seiten von (7.4) ebenfalls > 1, also v und v,*
nahezu vertauschbar; wir schreiben

(7.7)
Die vy, deren N, nicht > 1 ist, setzen wir gleich
Null. Wir nennen ferner

1V = E N,,

wi=VNy exp(i 9y).

(7.8)

die Gesamtbesetzungszahl. Dann erhalt auch (H v, 1)
einen Zahlwert, und zwar ist

(H ¥, '/') (n+1) = N(]V Y, '/Y) (n) » (7' 9)

Die Indizes n + 1 und n numerieren hier die Stufen.
(Hvy,vy), ist mit auf Eins normiertem 1y nach Gl.
(7.2) gebildet, wiahrend in der (n + 1)-ten Stufe fiir
die ausgewdhlten Zustande gilt

(v, w) =N. (7.10)

Wir deuten diese Formeln wie folgt: Ein ,,ausge-
wahlter* Zustand 2. Stufe bezeichnet eine endliche
reale Gesamtheit von /V gleichen Zustinden 1. Stufe,
deren jeder durch den Zustandsvektor vy beschrie-
ben ist. In dieser Gesamtheit ist die Anzahl von Fal-
len, in denen der Zustand (n—1)-ter Stufe £ vor-
kommt, N, , die relative Anzahl dieser Falle also

wy = Ny/N . (7.11)

Ny ist aber nicht etwa eine scharf fixierte Anzahl
von Féllen, denn wir haben bei der Definition der
ausgewdhlten Zustiande 1 gegen NV, vernachlassigt.
Besitzt man schon eine statistische Deutung der
(n+1)-ten Stufe, so kann man N, als Erwartungs-
wert des zugehorigen Operators auffassen, und dar-
aus folgt dann die Deutung von w; als Wahrschein-
lichkeit bzw. von (H 1w, v), als Erwartungswert. Das
heifit, die statistische Deutung der (n -+ 1)-ten Stufe
rechtfertigt die statistische Deutung der n-ten Stufe.
Das v der n-ten Stufe ist der klassische Grenzfall
des Operators y der (n+ 1)-ten Stufe und miifite in
diesem Sinne auf eine sehr grofle Zahl NV normiert
werden ; die Normierung auf 1 entspricht dem Uber-
gang von Haufigkeits- zu Wahrscheinlichkeitsbegrif-
fen.

Soweit haben wir die Konsistenz der statistischen
Deutung bei mehrfacher Quantelung gezeigt. Wir
maochten vermuten, dafl eben diese Uberlegung, wei-
ter fortgefithrt. gestatten wird. das Axiom 3. durch
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eine schwichere Forderung (etwa die der Gleich-
wahrscheinlichkeit gewisser Zustdnde) zu ersetzen.
Wir verfolgen dies nicht, fiigen aber noch einige
Bemerkungen an.

v erscheint in unserem Bild als Beschreibung
einer realen Gesamtheit vieler gleichartiger Zusténde
(etwa vieler Teilchen desselben Zustandes in einem
»Topf“). Meist formuliert man statt dessen die sta-
tistische Deutung beziiglich idealer (GiBsscher) Ge-
samtheiten; man betrachtet etwa die haufige Wieder-
holung derselben Messung an getrennten Gebilden,
die jedoch im selben Zustand sind. Dal} beide Arten
von Gesamtheiten dieselben Resultate liefern, ist eine
zusitzliche statistische Behauptung, die wir nicht be-
griindet haben.

Setzt man sie voraus, so kommt unsere Auffassung
der von Brocuinzew? sehr nahe, nach der die -
Funktion nie einen Einzelfall, sondern stets ein Kol-
lektiv beschreibt. Natiirlich folgen wir damit nicht
seiner Meinung, die Quantenmechanik sei nichts wei-
ter als eine deterministische, objektivierende Theorie
von Kollektiven. Selbst wenn sie das ware, so wire
sie ja jedenfalls damit noch nicht eine deterministi-
sche, objektivierende Theorie der Wirklichkeit, denn
in der Wirklichkeit gibt es den Einzelfall, und dieser
ist feststellbar, aber durch die Quantentheorie nicht
kausal determiniert. Unsere Fassung der Quanten-
theorie beschreibt jedoch dariiber hinaus auch den
Einzelfall, natiirlich ebenfalls ohne ihn kausal zu
determinieren. Zum Beispiel ist es in unserer (n + 1)-
ten Stufe ein moglicher Zustand, daf} ein bestimmtes
Nj =1 und alle anderen N, =0 sind. Nur ist dies
kein ,ausgewdhlter Zustand, d.h. v hat in ihm
gar keinen durch ¢-Zahlen beschreibbaren Funktions-
verlauf. Mit anderen Worten: y-Funktionen beschrei-
ben in der Tat nur Kollektive; eben darum haben
Zustinde, wenn man sie so genau kennt, daf} sie
nicht als Kollektive aufgefalit werden konnen, keine
definierte -Funktion. vy, ist fiir kleine Teilchen-
zahlen sinnlos, nicht aber N;. Man kann nun frei-
lich die Zustandsfunktion (n+1)-ter Stufe w(N;)
einfithren. Sie wird in unserem Fall, wenn sie auf 1
normiert ist, die Gestalt

@ (Ng) =0 (7.12)

haben. So verstanden, beschreibt w ein Kollektiv der
von uns soeben betrachteten Einzelfalle. Aber dieses
o ist ja nur klassischer Grenzfall der (n+1)-ten

9 D. J. Brocuinzew, Grundlagen der Quantenmechanik, Ber-
lin 1953.
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Stufe. Auch der Operator N, ,2=w" w wird hingegen
in unserem Einzelfall genau den Wert 1 an der Stelle
k=1 haben. Alle moglichen Einzelfille kommen
demnach unter unseren Zustidnden vor, ja ein scharf
definierter Zustand ist stets als ,,Einzelfall“ anzu-
sehen. Der statistische Charakter der Theorie griin-
det in der Art der Beziehung der Zustidnde zueinan-
der.

Noch eine mathematische Bemerkung: Die Aus-
zeichnung der unitdren Metrik (7.1) bzw. der (7.1)
invariant lassenden unitdren Transformationen geht
nach unserer Auffassung auf die unitdr invariante
Vertauschungsrelationen (7.4) zuriick. Einen an-
deren Grund hat die pseudoeuklidische Metrik der
Lorentz-Gruppe; die Invarianz von k*k, ist in der
redundanten reell-vierdimensionalen Schreibweise
der Ausdruck der affinen Invarianz von u?u,. Wir
mochten dies als die genaueste heute mogliche Ant-
wort auf die HeLmaorrz—WEYLsche Frage nach dem
Grund der Pythagordischen Metrik des physikali-
schen Raumes auffassen 1.

Die Uberlegungen des vorliegenden Abschnitts
haben von der speziellen Gestalt (7.4) der Ver-
tauschungsrelationen wesentlich Gebrauch gemacht.

Uber andere Vertauschungsrelationen vgl. Ab-
schnitt 9.

8. Die Beziehung unserer Formeln zu anderen
einfachen Alternativen

In II wurden vier Beispiele ganz verschiedener
physikalischer Deutungen der einstufigen Quanten-
theorie der einfachen Alternative gegeben. In der
vorliegenden Arbeit haben wir eine fiinfte Deutung
gewihlt. Wenn unsere Theorie allgemeingiiltig ist,
miissen unsere Formeln auch in den anderen Bei-
spielen einen Sinn haben. Zum Teil sind jene ande-
ren Alternativen in unserem Aufbau und der Deu-
tung, die wir ihm gegeben haben, schon aufgetreten
(Spin des Elektrons, Polarisation des Lichtes). Dann
miiflte also der Zustandsraum jener anderen Alter-
nativen ein Unterraum unseres Zustandsraumes sein.
Wenn dieser Unterraum bei mehrfacher Quantelung
durch dieselben Formeln beschrieben wird wie der
ganze Raum, so miilte demnach der ganze Raum
gewissen seiner Unterrdume isomorph sein. Das ist
bei einem unendlichdimensionalen Raum sehr wohl
moglich.

10 Vgl. C. F.v. Weizsicker, Z. Naturforschg. 7 a, 141 [1952].
D. Lavewirz, Z. Naturforschg. 9a, 827 [1954].
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a) Elektronenspin

Ein Elektron, dessen Spin im SterN—GERLACH-
Versuch gemessen wird, hat unrelativistische Ge-
schwindigkeit. Das bedeutet p™"~0, Kk"=I",
u ~v1*. Der erste Spinor uy bestimmt in dieser
Naherung den zweiten v?* mit. Die verbleibende
Alternative, die der Index A4 von u, andeutet, ist
genau die Spinalternative, wie sie in 11, 3a beschrie-
ben wurde. Man gelangt von unserer Darstellung der
a-Matrizen zur urspriinglichen Diracschen durch die
Transformation auf neue Zweierspinoren s, ¢:

(8a.1)

*
Sq4=uy+ v,

b) Isotopenspin

Der Isotopenspin ist eine zweiwertige Variable,
von der die Wellenfunktion abhéngt. Wir nennen
die zweiwertige Variable, die die Impulsalternative
zum Ausdruck bringt, eine GroBe nullter Stufe, der
dann der Impulsvektor k“ als GroBe erster Stufe
entspricht. Der Isotopenspin tritt neben k* bzw. z.
als Argument der Wellenfunktion auf, ist also eine
Grofle erster Stufe. (In derselben Weise erscheint
iibrigens, wegen der in 5b genannten Inkonsequenz
der Quantelungsmethode, die zur Dirac-Gleichung
fithrt, auch der Elektronenspin in der Diracschen
Theorie als Grofle erster Stufe.) Da der Isotopen-
spin in unserer Theorie bisher nicht aufgetreten ist,
versuchen wir ihn hier nicht naher zu diskutieren.

¢) Polarisation des Lichtes
Auch die Alternative, ob Licht rechts- oder links-

zirkular polarisiert sei, definiert als zweiwertige
Variable eine Grofle erster Stufe. Sie ist in tiblicher
Sprechweise die Entscheidung, ob k° positiv oder
negativ ist. Normieren wir die MaxweLLschen kom-
plexen Wellenfunktionen v, der ebenen Wellen in
geeigneter Weise und unterscheiden wir ihre Zu-
gehorigkeit zu positivem oder negativem £° durch
einen oberen Index + oder —, so konnen wir die
allgemeinste ebene Welle zu festem f schreiben:

Yur =U w;v S 'L,U;v. (8C.1)

Der ,,Spinor“ (u,,u_) ist der quantentheoretische
Zustandsvektor der Polarisationsalternative. Die Be-
deutung des ihm zugeordneten reellen Vektors, den
wir k,* nennen wollen, ist in II. 3 ¢ beschrieben.
u und k," sind Grofen zweiter Stufe. Fiir u betrachten
wir daher nur unitire Transformationen (vgl. dazu
Abschnitt 7 und 9) ; daher treten nur Drehungen im
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kp“-Raum, aber keine ,,Lorentz-Transformationen®
in diesem Raum auf.

Die Quantelung von k,* fiihrt zu einer Wellen-
funktion dritter Stufe, also einem Teilraum des Zu-
standsraumes der Quantenfeldtheorie. Hierbei er-
halten, da man nach Bose quantelt, gewisse reelle
Groflen zweiter Stufe ganzzahlige Eigenwerte. Zu
ihnen gehoren
ky® + kyp*),

Ekp"——kp:”). (8¢c.2)

n, =
n_ =

oI ROl

Sie sind die Besetzungszahlen der Polarisationszu-
stainde + und —. Die k,* sind nun nicht-vertausch-
bare Operatoren, deren Theorie wir im Abschnitt 9
besprechen werden. Eine zu (2b.1) analoge Glei-
chung 146t sich bilden, und man kann einen Vektor
Zpu durch eine zu (2b.2) analoge Transformation
definieren. z;. hat natiirlich nichts mit dem Orts-
vektor zu tun. Wir studieren die Bedeutung dieser
Grofen hier nicht.

d) Youncscher Versuch

Der in II (3d.5) definierte Spinor uy, u, ist
ebenfalls eine GroBe zweiter Stufe. Die Bedeutung
seines Vektors k“ ist in II erortert. Weiterquanteln
fithrt auch hier in die Quantentheorie der Wellen.
L(k®+ k%) und 3(k°— k%) sind dann die Anzahlen
von Teilchen, die durch die beiden Locher gehen.

9. Offene Fragen

a) Konsequente Quantelung

Wir kennen jetzt drei verschiedene Definitionen
des Quantelungsschritts: Die ,naive“, welche den
Antworten einer gegebenen klassischen Alternative
komplexe Zahlen zuordnet, die zur Bose-Statistik
fihrende nach (7.4) und die zur Fermi-Statistik
fiihrende, die in (7.4) die — -Zeichen durch + -Zei-
chen ersetzt. In der ersten und zweiten Stufe haben
wir naiv gequantelt, die dritte Stufe verlangt sicher
eine der beiden anderen Methoden. Die statistische
Deutung haben wir nur aus der Bose-Quantelung
erhalten; die Fermi-Quantelung liefert keine groflen
und die naive Quantelung keine ganzzahligen Werte
fiir Ny . Die Zustandsraumverdopplung ist in meh-
reren Stufen aufgetreten.

All dies legt den Gedanken nahe, es sollte eigent-
lich nur eine einheitliche Quantelungsvorschrift ge-
ben. Es ist bekannt, da} man die Bose-Quantelung
auf die Fermi-Quantelung zuriickfithren (Bosonen
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aus Fermionen zusammensetzen) kann. Die naive
Quantelung unserer 2. Stufe wiederum kann als
Grenzfall der Bose-Quantelung fiir grofle V verstan-
den werden.

Um letzteres zu zeigen, wenden wir die Vertau-
schungsrelationen (7.4) auf den Spinor der Grund-
alternative an. Rechnen wir daraus die Vertauschungs-
relationen der A aus, so ergibt sich

B2 =20k
und zyklisch, sowie

km kO o k() km . 0

(9a.1)
(m=1,2,3).

Im verdoppelten Zustandsraum folgen aus analogen
Vertauschungsrelationen fir den Viererspinor auch
fir p* und s* die Vertauschungsrelationen (9a.1).
Diese sind aber bis auf einen Faktor 2, der durch
Umnormierung auf £“/)/2 fortfillt, die Vertau-
schungsrelationen des Drehimpulses. Wenn unsere
Quantelungsvorschrift richtig ist, miilten also die
Impulskomponenten unvertauschbar sein und ganz-
zahlige Eigenwerte haben.

Fir den gequantelten Impuls hat die Angabe eines
Zahlenquadrupels £“ keinen Sinn, daher auch nicht
die Schreibweise der Wellenfunktion ¢ (£“). Folglich
kann man auch nicht durch eine Fourier-Transfor-
mation der ¢(k“) einen Ortsvektor x, definieren.
Indem wir die genauere Theorie einer spéteren Ar-
beit vorbehalten, konnen wir aus der Analogie zum
Drehimpuls einige qualitative Folgerungen ziehen.
Der ungequantelte Impuls ist der infinitesimale
Translationsoperator im euklidischen Ortsraum. Die
Drehimpulskomponenten kénnen als infinitesimale
Translationsoperatoren im dreidimensionalen spha-
rischen Raum der Drehwinkel (Euiersche Winkel)
dargestellt werden. Zu unseren gequantelten Impul-
sen gehort demnach ein spharischer Ortsraum.

Diese Theorie hat also eine Art spiegelbildlicher
Analogie zur Theorie von Snyper!!, der den Ort
quantelte und einen gekrimmten Impulsraum er-
hielt. Snypers Theorie ist unter anderem daran
stecken geblieben, dal} er die Translationen im Orts-
raum (den inhomogenen Teil der Lorentz-Gruppe)
nicht darstellen konnte. Mathematisch gesprochen
scheinen Vertauschungsrelationen seiner oder unse-
rer Art nur fiir Vektorkomponenten, aber nicht fiir
Punktkoordinaten brauchbar zu sein. Wir geraten in
diese Schwierigkeit nicht, da wir den Impulsvektor
quanteln.

11 M.S.S~xypER, Quantized Space-Time, Phys. Rev. 71.38[1947].

C.F.v. WEIZSACKER, E.SCHEIBE UND G.SUSSMANN

Die Bose-Quantelung der Spinoren und demgemal
die Relationen (9 a. 1) sind nicht Lorentz-invariant,
sondern nur drehinvariant im A-Raum. Demgemil
zeichnet ein sphérischer Raum zwar keine Richtung,
aber eine Ruhe aus. Unser Ansatz ist also mit der
Erfahrung nur vereinbar, wenn das Impulsquantum
und damit die Raumkrimmung sehr klein ist, viel-
leicht so klein, daf} die Raumkriimmung erst in
kosmologischen Dimensionen merkbar wird. Die
LoreNTz-Gruppe wire dann nur im Kleinen anwend-
bar. In der Tat werden fiir grofle Impulse die rech-
ten Seiten der Vertauschungsrelationen gleich Null,
und in diesem Grenzfall ist die Theorie dann uni-
modular bzw. Lorenrz-invariant.

Die naive Quantelung der 1. Stufe konnen wir
hingegen auch als eine Fermi-Quantelung auffassen.
Geben wir die einfache Alternative schon vor, so ist
die Quantelung naiv. Statt dessen konnen wir von
einem eindimensionalen Zustandsvektor nullter Stufe
ausgehen, der also ,,quantenlogisch® als Bewertung
einer isolierten Aussage gelten kann und den wir =
nennen wollen. Fordern wir dann in der 1. Stufe
die Vertauschungsrelation

Tttt +ttr=1

(9a.2)

so folgt A-1=1"1= {(1) (9a.3)
dabei ist A genau unser Spinorindex, der der zwei
Werte 1 und 2 fahig ist.

SchlieBlich kann man versuchen, alle Bosg-Quan-
telungen aus Fermi-Quantelungen herzuleiten. So
nimmt HeisenBerc an, dall es in der Quantentheo-
rie der Felder nur ein ,,Urfeld” gibt, und daf} dieses
Fermionen entspricht. Fiir die Komponenten unseres
Grundspinors w4 kann man jedoch nicht einfach
+ -Vertauschungsrelationen fordern, denn dann hat-
ten die £ nur noch die Eigenwerte 0, 1, *2.
Die unendlich vielen Eigenwerte eines Bose-V; er-
geben sich beim Aufbau aus einem Fermi-Feld, in-
dem immer unendlich viele Freiheitsgrade der
Fermionen zu einem Freiheitsgrad von Bosonen zu-
sammengefallt werden; solche Freiheitsgrade sind
in der Grundalternative aber noch nicht gegeben.
Doch ist es moglich, durch mehrfach iterierte Fermi-
Quantelung einen der Bose-Quantelung sehr &hn-
lichen Formalismus zu entwickeln. Auch die Ver-
dopplung der Zustandsrdume lafit sich wohl unter
den Begriff der iterierten Fermi-Quantelung fassen.
Auch hieriiber soll in einer spéteren Arbeit ausfiihr-
licher berichtet werden.



KOMPLEMENTARITAT UND LOGIK III

b) Wechselwirkung

Bisher haben wir nur kraftefreie Teilchen behan-
delt. Das steckt schon in der Deutung der Grund-
alternative. Wenn p* der Impuls eines Teilchens zu
jeder Zeit ist, so kann dieses Teilchen keinen Kraf-
ten unterliegen. Dementsprechend haben wir (ohne
es ausdriicklich zu sagen) die abgeleiteten Wellen-
gleichungen, die alle linear sind, fiir die dritte Stufe
als Operator-Gleichungen im HEeisenserc-Bild auf-
gefalit. Nun haben wir aber an vielen Beispielen
gesehen, auf wieviele verschiedene physikalische Si-
tuationen dieselben quantentheoretischen Formeln
passen. Wir haben mathematischen Grund zu der
Vermutung, dall unsere Formeln bei anderer Deu-
tung auch die Theorie der Wechselwirkung beschrei-
ben konnten. Unser Formalismus fiihrt ja zu einem
Hicerr-Raum. Auch die Theorie der Wechselwir-
kung verwendet einen HiLBerr-Raum. Aber alle
HiBerr-Rdume sind isomorph; im abstrakten Sinne
gibt es nur einen HiLBerT-Raum. Also miifite es eine
Transformation geben, die unsere Theorie in die der
Wechselwirkung iberfithrt. (Eine indefinite Metrik
des Hirserr-Raumes wiirde, wenn sie in beiden
Theorien auftrite, am Argument nichts @ndern.)

Fiir eine Theorie mit bekannter Wechselwirkung
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kann man (sofern die Feldtheorie als widerspruchs-
frei gelten darf) die Transformation angeben. Im
» Wechselwirkungsbild®  (TomoNaca, ScHWINGER)
sind die Wellengleichungen zwischen den Operatoren
linear. Wir miifliten also unsere Darstellung der
Theorie als das Wechselwirkungsbild auffassen und
die gesuchte Transformation als die ins HElSENBERG-
Bild. Demnach entscheidet erst die Art, wie die dritte
Quantelung ausgefithrt wird, iiber die physikalische
Bedeutung der Groflen der fritheren Stufen.

Fiihrt man mehrere Felder ein, die miteinander
wechselwirken, so mufl man in unserer Theorie auch
mehrere Grundalternativen einfiihren, die trotzdem
zum selben Ortsraum in Beziehung gesetzt werden.
Das erscheint kiinstlich. Es wiirde néherliegen, von
einer Grundalternative ausgehend ein ,,Urfeld im
Sinne der neueren Arbeiten HeisEnBERGs aufzubauen,
dessen Wechselwirkung mit sich selbst alle bekann-
ten Felder hervorbringen miite. Die Ahnlichkeit
unserer Gl. (4.24) mit der Grundgleichung von
Hersenserc und Pauir legt diese Hoffnung nahe.
Wir konnen aber bisher keine Deutung der Grund-
alternative angeben, die (4.24) als gleichbedeutend
mit der Heisenserc—Pauvrischen Gleichung aufzu-
fassen gestattete.



